Concursul interjudetean de matematica Victor Valcovici

Braila, 20 Mai 2017
Clasa a 7-a - BAREM

Problema 1. Fie A o multime cu 2017 elemente cu proprietatea ca pentru orice
x € A, 2016 <z < 2017. Pentru fiecare t € R consideram expresia F(t) = 2t — 2017.
Aratati ca exista a,b € A, a # b cu proprietatea ca

Enache Patragcu, Focsani

Solutie:

Presupunem cd pentru orice a # b € A avem |E(a) — E(b)| > 1555- (1p)

Atunci |a — b| > 55, pentru orice a # b € A. (1p)

Fie A = {a; < ag < ... < agp17}. Atunci |agyq — ax| > ﬁ, pentru k = 1,2, ..., 2016,
deci a1 — ap > ﬁ, pentru k = 1,2, ...,2016. (2p)

Sumand pentru k = 1,2, ..., 2016 obtinem asg7—a; > 1, contraditie cu A C [2016,2017]

(3p).



Problema 2. Consideram n € N,n > 4 gi multimea A = {x, 2, ..., z,} C N, unde
1 < T < ... < xp. Se stie ca pentru orice k € {1,2,...,n—2} avem zy+k\/Tr1 € A.

(a) Determinati toate valorile pe care le poate lua n.
(b) Daca 101 € A, determinati multimea A.

Gabriel Daniilescu, Braila

Solutie:

(a) Din n > 4 avem x5, r3 sunt patrate perfecte, deci zo = k3,13 = k3,1 < ky < k.
(1p)

Dar, x +2\/Tg > X3 = k% + 2kg > k% = k% +1> (k?g — ].)2, deci (1{53 — Ky — 1)(/{?3 +
ks — 1) < 1. (1p)

Atunci k3 = ko + 1, deci 7o = k% i 23 = (K + 1)%. (1p)

Observam cd zo + 24/x3 = k* + 2k +2 = x5 + 1 > x5, deci 3 + 2,/73 > 4. Dar
3+ 1<y, deci zy = (k+1)>+ 1. (1p)

Daca n > 5 atunci z4 este patrat perfect, contradictie. Deci n = 4. (1p)

(b) Avem @ < w9 = k? 8l 21 + /T2 € A, deci 21 + /T2 € {x2, 23, 24}
Dacéx1+\/x_2:x2:>x1:k:2—k<k2.

Dacd x1 + /T2 =23 = 21 = k> + k+1 > k%

Dacd z1 + /T2 = x4 = 21 = K> + k + 2 > k%

Asadar z; = k? — k.(1p)

Atunci, A = {k* — k,k*, (k+ 1)?, (k +1)* + 1}, iar cum k(k — 1) # 101,k € N si 101
nu este patrat perfect, atunci A = {72,81,100,101}. (1p)



Problema 3. Fie ABCDEF un hexagon convex pe care fiecare dintre dreptele
AD, BE si C'F il imparte in cate doua patrulatere cu suprafete egale.

(a) Demonstrati ca AACE ~ ADFB.
(b) Demonstrati ca dreptele AD, BE si C'F' sunt concurente.

Cristi Savescu, Bucuresti

Solutie:

(a) Fie M = AD N BE. Atunci [ABM] + [BMDC) = [ABCD)] = L [ABCDEF] =
[BCDE| = [DEM] + [BMDC] = [ABM] = [DEM] = AM - MD = MB - ME
(1p), deci AAME ~ ADMB (1) de unde rezulta ca AE||BD (1p). Analog,
BF||CE si CA||DF, deci AACE ~ ADFB.(1p)

(b) Atunci 4£ = ££ (2).(1p)

Din (1) mai avem insa si relatia 22 = 42 (3) (1p).

Fie N = BENCF. In mod similar, vom avea ¢i ABNF ~ AENC, deci % = %
(4) (1p).

Din (2),(3),(4) avem 2E = XE "deci M = N.(1p)



